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Ðåøèòå ëþáûå 10 çàäà÷ èç ïðåäëîæåííûõ íèæå. Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ýêçàìåíà � 90 ìèíóò. Â òå÷åíèå ýêçà-

ìåíà àáèòóðèåíòàì ðàçðåøàåòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ïèñüìåííûìè ïðèíàäëåæíîñòÿìè.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü c � ïàðàìåòð, ïðèíèìàþùèé ëþáûå çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå [0, 1). Ðàññìîòðèòå ñëåäóþùóþ

îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

max
x

[
c (1− x2) + (1− c) ln(x2)

]
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ:

√
c ≤ x ≤ 1. (1)

Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà c ∈ [0, 1) çàäà÷à (1) èìååò âíóòðåííåå ðåøåíèå?

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèòå ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

max
(x,y)∈R2

yex ïðè îãðàíè÷åíèÿõ: x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ a, (2)

ãäå a � ïîëîæèòåëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.

(1) Èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè (x, y) ëèíèè óðîâíÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (2), îòâå÷àþùèå, ñîîòâåòñòâåííî,

çíà÷åíèÿì 1, 2 è 3 öåëåâîé ôóíêöèè.

(2) Íàéäèòå òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà (x∗(a), y∗(a)) â çàäà÷å (2).

(3) Íàéäèòå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå v(a) ≡ y∗(a)ex∗(a) öåëåâîé ôóíêöèè â çàäà÷å (2).

(4) Èçîáðàçèòå ãðàôèêè ôóíêöèé x = x∗(a), y = y∗(a) è v = v(a) îò ïàðàìåòðà a.

Çàäà÷à 3. Ðàññìîòðèòå îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó:

max
(x,y)∈R2

x1/2 + y1/4 ïðè îãðàíè÷åíèÿõ: x ≥ 0, y ≥ 0, 3x+ 5y ≤ w, (3)

ãäå w � ïîëîæèòåëüíûé âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð. Äëÿ çàäà÷è (3):

(1) íàéäèòå òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà (x∗(w), y∗(w));

(2) èçîáðàçèòå íà ïëîñêîñòè (x, y) êðèâóþ, çàäàííóþ ïàðàìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè:

x = x∗(w), y = y∗(w).

(3) Êàê èçìåíèòñÿ îòâåò â ïóíêòå(2), åñëè ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ïðè x è y â öåëåâîé ôóíêöèè ïîìåíÿòü

ìåñòàìè? À åñëè ñäåëàòü èõ îäèíàêîâûìè (íàïðèìåð, 1/3 è 1/3)?

Çàäà÷à 4. Äàíî ëèíåéíîå äèôôåðåðöèàëüíîå óðàâíåíèå:

y′′ + 5y′ − 6y = x2 + 1. (4)
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Äëÿ óðàâíåíèÿ (4) ðåøèòå ñëåäóþùèå çàäà÷è:

(1) çàäà÷ó Êîøè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: y(0) = 0, y′(0) = 1;

(2) äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó c êðàåâûìè óñëîâèÿìè: y(0) = 3, y(1) = 2.

Îïðåäåëèòå, èìååò ëè óðàâíåíèå (4) õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, êîòîðîå îñòà¼òñÿ îãðàíè÷åííûì ïðè x → ∞.

Ïî÷åìó äà èëè ïî÷åìó íåò?

Çàäà÷à 5. Ïóñòü èçìåíåíèå âåëè÷èíû x(t) âî âðåìåíè çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì:

dx

dt
=
x− x2

1 + x
. (5)

Èçîáðàçèòå ôàçîâóþ äèàãðàììó äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (5) íà ïëîñêîñòè (x, dx/dt). Ñ ïîìîùüþ ýòîé ôàçî-

âîé äèàãðàììû îòâåòüòå íà ñëåäóþùèå âîïðîñû:

(1) ñêîëüêî ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé èìååò äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (5)?

(2) ñêîëüêî ëîêàëüíî óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé èìååò äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (5)?

Çàäà÷à 6. Ïóñòü X è Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíà ïî ñòàí-

äàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó. Îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Z ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z ≡ X + aY,

ãäå a � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð.

(1) Çàïèøèòå ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Z).

(2) Çàïèøèòå ìàòðèöó êîâàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X,Z). Íàéäèòå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó

ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè X è Z. Çàïèøèòå óðàâíåíèå ëèíåéíîé ðåãðåññèè X íà Z.

(3) Íàéäèòå ïëîòíîñòü óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Z|X.

(4) Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ïóíêòà(3) è ôîðìóëó Áàéåñà, íàéäèòå ïëîòíîñòü óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ X|Z.

(5) Íàéäèòå óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E{X|Z}. Ñðàâíèòå îòâåò ñ ïðîãíîçîì X ïî ëèíåéíîé ðå-

ãðåññèè íà Z.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü X � öåíòðèðîâàííàÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Îïðåäåëèì ñëó-

÷àéíóþ âåëè÷èíó Y ñëåäóþùèì îáðàçîì: Y ≡ eX . Äîêàæèòå, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E{Y } ÿâëÿåòñÿ

âîçðàñòàþùåé è ñòðîãî âûïóêëîé ôóíêöèåé îò äèñïåðñèè Var(X) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

Çàäà÷à 8. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Z � òå æå, ÷òî è â Çàäà÷å 6, ïðè÷¼ì a = 1. Íàéäèòå âåêòîð

ñðåäíèõ è ìàòðèöó êîâàðèàöèé ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (T,U), îïðåäåë¼ííîãî ôîðìóëîé: T

U

 ≡
 −5

4

+

 2 1

−1 3

 X

Z

 .

Çàäà÷à 9. Ïóñòü X, Y � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 èëè

1 ñ âåðîÿòíîñòÿìè, ñîîòâåòñòâåííî, 1/2 è 1/2. Ïóñòü Z èW � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåë¼ííûå ïî ôîðìóëàì:

Z ≡ min{X,Y }, W ≡ max{X,Y }.

2



(1) Íàéäèòå èíäèâèäóàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Z è W .

(2) Ñîñòàâüòå òàáëèöó ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Z è W .

(3) Íàéäèòå êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè Z è W . Çàïèøèòå óðàâíåíèå ëèíåé-

íîé ðåãðåññèè W íà Z.

(4) Íàéäèòå óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü: P{Z = 1 |X = 1}.

(5) Íàéäèòå óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E{W |Z = 0}. Ñðàâíèòå îòâåò ñ ïðîãíîçîì W ïî ëèíåéíîé

ðåãðåññèè íà Z ïðè Z = 0.

Çàäà÷à 10. Äàí íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô:

Ðèñ. 1

(1) Çàïèøèòå ìàòðèöó ñìåæíîñòè G ãðàôà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 1.

(2) Íàéäèòå âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû G è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû.

(3) Ïðîâåðüòå, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû G ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû.

(4) Ïðîâåðüòå, ÷òî ìàêñèìàëüíîå ïî ìîäóëþ ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû G ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî, è åìó

ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíûé ñîáñòâåííûé âåêòîð.

(5) Îáúÿñíèòå, êàê ìîæíî ðåøèòü ïóíêòû(3) �(4), íå ðåøàÿ ïóíêò(2).

Çàäà÷à 11. Äàíà ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
dx/dt

dy/dt

dz/dt

 =


0 α 0

γ 0 β

0 δ 0




x

y

z

 , (6)

ãäå α, β, γ è δ � ïàðàìåòðû.

Äîêàæèòå, ÷òî ó ñèñòåìû (6) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé, îãðàíè÷åííûõ ïðè

t→ +∞, ïðè ëþáûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ α, β, γ è δ.

Çàäà÷à 12. Äàíû äâå ñòóäåí÷åñêèõ ãðóïïû, â îäíîé ãðóïïå (íàçîâ¼ì åå À) 30 ñòóäåíòîâ, â äðóãîé (íàçîâ¼ì

å¼ Â) � 25 ñòóäåíòîâ. Â ñåññèþ 5 ñòóäåíòîâ ãðóïïû À è 5 ñòóäåíòîâ ãðóïïû Â çàâàëèëè çà÷¼ò ïî ìàòåìàòèêå, à

îñòàëüíûå ñòóäåíòû îáåèõ ãðóïï óñïåøíî åãî ñäàëè. Ïðîâåðüòå íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 5% ãèïîòåçó î òîì, ÷òî

ñòóäåíòû îáåèõ ãðóïï îäèíàêîâî õîðîøî çíàþò ìàòåìàòèêó.
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Çàäà÷à 13. Äàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà:

Q(x, y, z) ≡ 2x2 + 3y2 + 5z2 + xy + 2yz − xz.

(1) Çàïèøèòå ìàòðèöó Q êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q(x, y, z). Çàïèøèòå êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó Q(x, y, z) â

âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå.

(2) Èññëåäóéòå çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Q(x, y, z).

(3) Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q(x, y, z) ïðèíèìàåò íà

åäèíè÷íîé ñôåðå ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

(4) Äîêàæèòå, ÷òî íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ Q(x, y, z) íà ñôåðå, íàéäåííûå â ïóíêòå(3), ÿâëÿþòñÿ

ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ìàòðèöû Q, à òî÷êè ñôåðû, â êîòîðûõ ýòè çíà÷åíèÿ äîñòèãàþòñÿ, ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-

íûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû Q.

Çàäà÷à 14. Â òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå äàíû ïÿòü òî÷åê: O = (0, 0, 0), A = (1, 0, 1), B = (1, 1, 0), C = (1, 2, 3)

è D = (3, 2, 1).

(1) Íàéäèòå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè O, A è B.

(2) Ïóñòü
−−→
OC è

−−→
OD � âåêòîðû ñ íà÷àëîì â òî÷êå O è êîíöàìè â òî÷êàõ C è D, ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå

óãîë ìåæäó âåêòîðàìè1
−−→
OC è

−−→
OD.

(3) Íàéäèòå ïðîåêöèè âåêòîðîâ
−−→
OC è

−−→
OD íà ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè O, A è B. Íàéäèòå óãîë

ìåæäó ýòèìè ïðîåêöèÿìè.

Çàäà÷à 15. Äàíà ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:

xn+1 = α+ 1.5yn,

yn+1 = 5− 0.5xn,
(7)

ãäå α > 0 � ïàðàìåòð.

(1) Çàïèøèòå ñèñòåìó (7) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå.

(2) Íàéäèòå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå (x∗, y∗) ñèñòåìû (7).

(3) Âûÿñíèòå, ÿâëÿåòñÿ ëè îòîáðàæåíèå, çàäàþùåå ñèñòåìó (7), ñæèìàþùèì. Ñäåëàéòå âûâîä îá óñòîé÷è-

âîñòè ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ (x∗, y∗).

(3) Ïîäñ÷èòàéòå ïðÿìîé, êîñâåííûé è ïîëíûé ýôôåêò îò ïðåäåëüíîãî èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà α íà ñòàöèî-

íàðíûé óðîâåíü y∗ ïåðåìåííîé y.

1Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ñ÷èòàåòñÿ íàéäåííûì, åñëè íàéäåíî çíà÷åíèå ëþáîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè îò íåãî (íàïðèìåð,

ñèíóñ, èëè êîñèíóñ, èëè òàíãåíñ).
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